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Métodos Numéricos I. Examen VI

Ejercicio 1 (4 puntos). Justifica razonadamente si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

a) Si f € CY(R) y zy € R, entonces se verifica que
fy) = flxo) + f'(x0)(y — o) + fly, xo, wo](y — 20)?, Yy € R.

b) Si f € CY(R) y 7y € R, y definimos g(x) := f[z, x¢|, entonces se verifica que

g (z) = %}Z(x), Ve € R, x # xo.

¢) Dados dos nimeros reales: yo y y; cumpliendo yo < yi, y otros 2 dy y d; es-
trictamente positivos, entonces el polinomio de grado menor o igual a 3 que
resuelve el siguiente problema de interpolacion de tipo Hermite, es estricta-
mente creciente.

p(x;) | Yo | n
p'(z;) | do | dy

d) Dados 3 nimeros reales: yo, y1, y2, cumpliendo yy < y; < yo y otro d; estric-
tamente positivo, entonces el spline cuadrédtico s € 55(0,1,2) que resuelve el
siguiente problema, es estrictamente creciente;

s(0) =wo, s(1)=w1, s(2) =0, §(1)=d.

e) Al interpolar una funcién f(x) cualquiera en 5 puntos diferentes, sabemos que
puede haber varios polinomios de grado menor o igual a 5 que la interpolen;
pero si la funcion de partida es un polinomio de grado 3, entonces hay un tnico
polinomio de grado menor o igual a 5 que la interpola: el propio polinomio.

f) Al aproximar una funcién continua f(z) cualquiera mediante minimos cuadra-
dos discretos usando su valor en 5 nodos diferentes: {z; < 23 < ... < x5},
hay un tnico polinomio p(z) de grado menor o igual a 4 que la ajusta y que,
ademds, minimiza el siguiente error:

Z Ip(z;) — f(x;)]. (es sin elevar al cuadrado, no una errata)

Ejercicio 2 (2 puntos). Considera la funcién f(z) = e~ (/).

a) Calcula, si es posible, un polinomio p(z) € Ps[z] que interpole a f en los
nodos 1 y —1 y a su derivada en 0. ; Cuantos polinomios hay cumpliendo estas
condiciones?

b) Sianadimos una cuarta condicién: p(0) = f(0) = 1, pero seguimos buscando en
P, [x], que tiene dimensién 3, jhabra solucién? En caso afirmativo, encuéntrala.
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¢) Sabiendo que |f®(x)| < 2 en [~1,1], ;jpodrias dar una estimacién del mayor
error cometido al aproximar f(z) en [—1, 1] por las evaluaciones del polinomio
del apartado anterior?

Ejercicio 3 (2 puntos). Dada la nube de puntos:
a) Calcula el polinomio de grado menor o igual a 1 que mejor aproxima esta nube
de puntos.

b) Sianadimos el punto (4, 3) y rehacemos el ajuste, ;qué polinomio obtendriamos
y por qué?

c¢) Si cambiamos los datos y; por % y rehacemos el ajuste, ;qué polinomio ob-

tendriamos y por qué?

Ejercicio 4 (4 puntos). Considera la funcién f(x) = |z|, el espacio V = C (|-, 7))
con el producto escalar continuo:

1 K
(19) =5 | Flelgta)da,
™ —T
y el subespacio H generado por las funciones: 1 (x) = cos(x) y ¢o(z) = cos(2x).

a) (Es posible encontrar alguna mejor aproximacién por minimos cuadrados con-
tinuos de f en H? En caso afirmativo, calctilalas todas.

b) Calcula la distancia entre f y el subespacio H y determina si se alcanza en
algin u € H.

¢) Determina de manera justificada, una base ortogonal de H.
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Ejercicio 1 (4 puntos). Justifica razonadamente si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

a)

Si f € CYR) y x9 € R, entonces se verifica que

Fy) = f(zo) + f'(z0)(y — o) + fly, zo, xo](y — 10)*, Vy € R.

Solucién: Simplemente calculamos f[y, zo, o] a partir de la corres-
pondiente tabla de diferencias divididas con el nodo x repetido e y como tercer

nodo:

e

Lo Zo 7

0 | o) |t o T — )

Y f(y y—x y — 2o T f[x(]?xmy]

Y basta despejar f(y) de la ultima expresion.

Si f e CHR)y xo € R,y definimos g(x) := f|x, z], entonces se verifica que

q(z) = —f’(x) — g(:v)’ Ve € R, x # xg.
r — X9

Solucién: Reescribimos g(x) usando las propiedades de las diferen-
cias divididas (se puede usar la tabla de diferencias divididas con 2 nodos: xg

y )

o(z) = flw, g = L= Ilwol _ J(@) = J(o)

r — X9 r — T

y, derivando, obtenemos el resultado

J(z) = f'(@) (@ — 93&) _—if)(;v) — f(@0)) _ f/(i)—_mi(x>'

Dados dos ntimeros reales: yy v y; cumpliendo yg < y;, y otros 2 dy vy dy es-
trictamente positivos, entonces el polinomio de grado menor o igual a 3 que
resuelve el siguiente problema de interpolacién de tipo Hermite, es estricta-
mente creciente.

p(xi) | vo | n

p/(ifi) do | dy

Solucién: Basta en pensar en polinomios de grado 3 (que son los que
interpolan 4 datos que suban y bajen entre 0 y 1. Por concretar un contra-
ejemplo:

p(z)=(r—a)(x—b)(r—¢c), con0<a<b<c<l.
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Figura 1: Ejemplo: p(z) = (x — 0,2)(x — 0,6)(x — 0,9)

d) Dados 3 nimeros reales: yo, y1, Yo, cumpliendo yy < y; < yo y otro d; estric-
tamente positivo, entonces el spline cuadrédtico s € S5(0,1,2) que resuelve el
siguiente problema, es estrictamente creciente;

s(0) =y, s(1)=uy1, s(2)=uys, 5(1)=d;.

Solucion: Basta pensar en dos polinomios de grado dos, uno convexo
y otro coéncavo, que peguen bien en el nodo z = 1.

Por concretar un contraejemplo (pensamos en y; = 0 de modo que z = 1 sea
un cero y nodo en comun):

s(z) = {s(w)l =(x+a)(z—1),
S(2)2 = 2+ —2)(z - 1),

con a > 0 (el poner los ceros simétricos es para que salga derivable en 0 sin
anadir nada).

Figura 2: Ejemplo graficado con a = 0,3

e) Al interpolar una funcién f(z) cualquiera en 5 puntos diferentes, sabemos que
puede haber varios polinomios de grado menor o igual a 5 que la interpolen;

7
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pero si la funcién de partida es un polinomio de grado 3, entonces hay un tnico
polinomio de grado menor o igual a 5 que la interpola: el propio polinomio.

Solucién. La primera parte es, como sabemos, cierta: al interpolar en
5 puntos, hay unicidad en P4, pero nunca en Ps; sea quien sea la f que origina
dichos puntos. Por tanto, que f sea un polinomio de grado 3 no cambia nada.

Al aproximar una funcién continua f(x) cualquiera mediante minimos cuadra-
dos discretos usando su valor en 5 nodos diferentes: {z; < z3 < ... < x5},
hay un tnico polinomio p(z) de grado menor o igual a 4 que la ajusta y que,
ademds, minimiza el siguiente error:

5

Z Ip(x;) — f(x;)| (es sin elevar al cuadrado, no una errata)
i=1

Soluciodn: Al aproximar en 5 puntos con polinomios de Pylx] (que
tiene dimensién 5), el polinomio resultante es en realidad el que la interpola,
ya que este minimiza el error (cuadratico), pues justo da un error igual a 0 (el
minimo posible). Por tanto |p(z;) — f(x;)| = 0, con o sin cuadrado, también
es el minimo posible: cero.

Ejercicio 2 (2 puntos). Considera la funcién f(z) = e (/)

a)

Calcula, si es posible, un polinomio p(z) € Py[z| que interpole a f en los no-
dos 1 y —1 y a su derivada en 0. ;Cuantos polinomios hay cumpliendo estas
condiciones?

Al interpolar en 2 nodos de tipo Lagrange, con un dato tipo Hermite en otro
nodo (dejando un hueco), a priori no sabemos qué puede pasar. Elegimos en

este caso coeficientes indeterminados, |p(z) = A + Bx + Cz?*|, e imponemos

las condiciones a ver qué pasa:

p(=1) = f(-1) = % A-B+C= AL _C
p(1) = f(1) = % = {A+B+C=% :>{B—(\)/€
p'(0) = f'(0) = 0.+ B=0 a

1
pel) = 72+ 002 ~1), CeR,

lo que responde a la pregunta, hay infinitas posibilidades.

Si anadimos una cuarta condicién: p(0) = f(0) = 1, pero seguimos buscando en
P, [x], que tiene dimensién 3, jhabrd solucién? En caso afirmativo, encuéntrala.

Al anadir el dato p(0) = f(0), hemos rellenado el hueco y ya asi tenemos datos
tipo Hermite que dan unisolvencia en Ps[z]|. Pero como nos piden en Py[z| de
nuevo, podria no haber solucion.
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a)

Aunque, visto lo ocurrido en el apartado anterior, parece que este dato simple-
mente va a fijar el valor de C': basta imponer ese dato més al que ya tenemos
pe(x) =1+ C(2? — 1) a ver qué pasa:

_ _ 1 A 1 1-ye
100(0)—f(0)—1:>\/E C=1=C NG 1 NG

Sabiendo que |f® ()| < 2 en [~1,1], ;jpodrias dar una estimacién del mayor
error cometido al aproximar f(z) en [—1, 1] por las evaluaciones del polinomio
del apartado anterior?

La clave es que el polinomio obtenido: p(x) = 1 + p—;lxz interpola a f(x) en
3 nodos: 79 = —1, x;1 = 1 y 29 = 0 (ademéds de a su derivada, pero eso lo
obviamos), por lo que podemos usar la férmula para el error de interpolacién
con n = 2:

FE)
31

(x4 Dx(x—1), z € [-1,1]

A partir de aqui, podemos hacer varias estimaciones, no se pide la éptima, por
ejemplo:

Calcula el polinomio de grado menor o igual a 1 que mejor aproxima esta nube
de puntos.

Para buscar p(z) = ¢y + c1x, aplicamos los resultados de clase:

T4 (6 6 (9
camaran (5 8) e ()

e e
O = NN = O
<
Il
O = W N

Resolvemos

(g 160) (2) N (191) - (2) = (1}2> = plz) = 1+ 3.
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b) Sianadimos el punto (4, 3) y rehacemos el ajuste, ;qué polinomio obtendriamos
y por qué?

Puesto que p(4) = 1+ % = 3, el punto adicional (4, 3) resulta que es un punto
de la gréfica de p(x) y, aunque se pueden repetir los calculos con un punto
mas, sabemos que saldra el mismo polinomio, pues cualquier otro aumentaria
el error.

c¢) Si cambiamos los datos y; por % y rehacemos el ajuste, ;qué polinomio ob-

tendriamos y por qué?

Aunque se puede repetir la cuenta, en general, al multiplicar los datos por
un escalar no nulo y rehacer el ajuste, se obtiene el mismo polinomio de an-
tes multiplicado por el mismo escalar; veamoslo usando el sistema abstracto.
Llamamos ¢y a los nuevos coeficientes del nuevo polinomio.

(ATA)C,\ = AT()\y) =\MTy = ¢, = (ATA)_I()\ATy) = /\(ATA)_IATy = ).

Por tanto, en nuestro caso, se obtendria p(x) = = +

N | —
~ 8

Ejercicio 4 (4 puntos). Considera la funcién f(z) = |z|, el espacio V = C ([—7, 7])
con el producto escalar continuo:

1 ™
(19) =5 | Flalgta)da,
™ —T
y el subespacio H generado por las funciones: ¢;(x) = cos(x) y @a(z) = cos(2x).

a) (Es posible encontrar alguna mejor aproximacién por minimos cuadrados con-
tinuos de f en H? En caso afirmativo, calctilalas todas.

Este ejercicio es aplicacion directa del teorema de minimos cuadrados, puesto
que (V, (-,-)) es prehilbertiano y H C V es de dimensién finita. Por lo tanto,
si hay una unica mejor aproximaciéon de f en H y sabemos calcularla, pues
incluso nos han dado una base de H: B = {cos(z), cos(2x)}. Concretamente

uy = cocos(z) + ¢y cos(2x) |y ¢ = (cp, 1) es la tnica solucién del sistema de

Gramm.

—beon (O — (cos(z),cos(x))  (cos(x),cos(2z)) _ ( {f(z),cos(x))
Ge=b G ((cos(2a:),cos(:c)> (cos(2x),cos(2x)>)’b <<f(x),cos(2x)>)

Haciendo las (tediosas pero triviales) cuentas, el sistema obtenido es
1/2 0 Co\ 72/7r Co\ 74/7r o —4
(v ) ()= (5) = () = (§) == oot

10
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b)

Calcula la distancia entre f y el subespacio H y determina si se alcanza en
algin u € H.

De nuevo usando el teorema de la mejor aproximacién, sabemos que si se
alcanza, en uy:

1f = gl = min || f — ul| = dist(f, H).

Por tanto solo hay que calcular

T 2 12 4 —
| f—usl| = \/(f —up, f—uy) = <%/ <|x] + %COS(SL’)) d:c) _ 37T224.

—T

Determina de manera justificada, una base ortogonal de H.

Al calcular la matriz de Gramm ya hemos visto que (cos(z), cos(2x)) = 0, por
lo que la base que nos han dado ya es ortogonal, y no hay que hacer nada,
salvo indicarlo. Y si uno no se da cuenta y aplica Gramm-Schmidt, todas las
operaciones también estdn incluidas en el cdlculo de G:

{(p1, Po) (cos(2z), cos(x))

@o = cos(z), @1 =p1— (o1, 90)

¢o = cos(2r)— cos(z) = cos(2r)

(cos(z), cos(x))
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